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Einleitung

Die Klimadnderung, hervorgerufen durch den Anstieg der Treibhausgase in der At-
mosphére, ist eines der brisantesten Themen unsere Zeit. Klimamodelle weisen auf
wahrscheinlich desastrose Folgen einer weiteren Erwérmung hin, und schon jetzt
hauft sich die Zahl von Umweltkatastrophen und verschiebt sich der Friithlingsbe-
ginn in Nordeuropa nach vorne.

In der internationalen Klimapolitik wird seit Jahren versucht, sich auf Vorgaben zu
einigen, um einen weiteren schnellen Anstieg der Konzentration der Treibhausgase
zu verhindern. Der erste Schritt auf diesem Weg war der Beschluss der Klimarah-
menkonvention auf dem Weltgipfel fiir Umwelt und Erndhrung 1992 in Rio de Ja-
neiro. Auf einer der Folgekonferenzen 1997 wurde das sogenannte Kyoto—Protokoll
verabschiedet. Dieses sieht eine Reduktion der Treibhausgase auf 95% der Menge
von 1990 vor und vereinbart verschiedene Hilfsmittel zum Erreichen der Ziele. Uber
die genaue Umsetzung entbrannte allerdings ein heftiger Streit, der die Einfithrung
lange behinderte. Zu Beginn des Jahres 2002 scheinen die Hindernisse, die einer Ra-
tifizierung des Kyoto—Protokolls im Wege standen, beseitigt, und der Weg zu einem
Inkraftreten zum Nachhaltigkeitsgipfel in Johannesburg im September 2002 frei zu
sein.

Der Simulation und der Modellierung von Klimaschutzaktivitdten mithilfe zeit-
diskreter dynamischer Systeme und spieltheoretischen Methoden kommt daher grofie
Bedeutung zu. Bislang gibt es jedoch kaum dynamische Modelle, die den Kyoto-
Prozess realistisch beschreiben.

Mit dem Projekt TEMPI (Technologie Emissionen Mittel Prozess-Identifikation) soll
eine virtuelle Lernstiatte entwickelt werden, die diesen Aspekt aufbauend auf dem
zugrundeliegenden TEM-Modell (Technologie Emissionen Mittel Modell) aufgreift.
Die Entwicklung des TEM-Modells wurde 2000 mit dem Dissertationspreis der Ge-
sellschaft fiir Operations Research GOR geférdert.

Das TEM-Modell eignet sich besonders fiir den Einsatz in der Schule, da es aufgrund
seiner transparenten Struktur Einblicke in die zugrundeliegenden Prozesse erlaubt,
gleichzeitig aber ein grofies Verhaltensspektrum darstellen kann. Weiterhin beriick-
sichtigt es als eines der wenigen Modelle die Wechselwirkungen zwischen getatigten
Investitionen und Emissionsreduktionen.

Die Grundlagen des TEM-Modelles und seiner Anwendung bilden spieltheoretische
Uberlegungen, Wachstumsprozesse und generell nicht lineare Dynamiken; Themen,
die allgemein nicht zum Lehrplan der Schulen gehoren, aber durchaus in der Ober-
stufe behandelt werden kénnen.

In der vorliegenden Arbeitsmappe soll in die oben erwahnten Thematik eingefiihrt



werden. Das Kapitel 1 versucht einen Uberblick iiber die Grunddynamik des TEM-
Modells zu geben und fiihrt in die Modellbildung anhand von Wachstumsprozessen
ein. Das folgende Kapitel beschiftigt sich mit den Grundlagen des Kyoto—Prozesses
und der Klimaénderung. Im Kapitel 3 werden schlielich spieltheoretische Frage-
stellungen und dynamische Gleichgewichte betrachtet. Dabei wird auch auf weitere
Verhaltensmuster mathematischer Gleichungen eingegangen. Das letzte Kapitel be-
fasst sich mit der gesamten Struktur des TEM-Modells und fithrt in den Bereich der
nichtlinearen Dynamik und des Chaos ein. Bei der Arbeit mit der Mappe ist vor-
gesehen, dass das erste Kapitel vollstandig durchgearbeitet werden soll, um einen
grundlegenden Uberblick iiber die einzelnen Gleichungen zu erhalten, wihrend je
nach Interessenlage Gruppen gebildet und aus den anderen Kapiteln Bereiche her-
ausgegriffen werden kénnen. Diese Modularisierung entspricht auch dem didakti-
schem Konzept, das der virtuellen Lernstatte TEMPI zugrundeliegt.



Kapitel 1

Simulationen mit einem Akteur:
Wirkungsweise der Parameter

Dieses und die folgenden Kapitel beschéftigen sich mit Fragen der Klimaproblematik,
d.h. mit Fragen wie: Welche Auswirkungen kann die Klimaerwarmung haben 7 Wel-
che Inhalte hatte das Abkommen von Kyoto 7 Wie kann man versuchen, die Wirk-
samkeit der einzelnen dort vereinbarten Mechanismen und Vorhaben abzuschétzen 7
Wir werden uns im Folgenden mit dem TEM-Modell befassen, das einen der zentra-
len Punkte des Kyoto-Protokolls, den sogenannten Joint Implementation—Prozess,
aufgreift. In diesem Kapitel soll das Modell kurz vorgestellt und das Verhalten der
Grundgleichungen des TEM—Modells untersucht werden. Hierbei wollen wir die Fra-
ge kldren, wie sich grundsétzlich die Mittelaufwendungen und Emissionsreduktionen
verhalten, wenn nur ein einziger Spieler vorhanden ist. Damit soll der Einfluss der
Parameter X, ¢ und M* verdeutlicht werden und somit die Effekte, die bei einer
Verdnderung zu beobachten sind. Es ist nicht das Ziel dieses Abschnittes, umfas-
send in das TEM-Modell einzufiithren, sondern ein Gefiihl fiir die Gleichungen zu
vermitteln.

1.1 Awusgangsgleichungen des TEM-Modells

Das TEM—-Modell versucht den Joint Implementation—Prozess im Rahmen des Kyoto-
Protokolls (siehe 2) zu beschreiben. Im Kyoto-Protokoll von 1997 wurde vereinbart,
die Emissionen der Treibhausgase auf 95% des Niveaus von 1990 zu reduzieren. Um
die Emissionsreduktionen fiir die einzelnen Staaten zu erleichtern, wurden sogenann-
te flexible Mechanismen eingefiihrt, darunter auch Joint Implementation. Joint Im-
plementation bedeutet, dass Staaten nicht verpflichtet sind, die Reduktionen unbe-
dingt auf eigenem Gebiet zu erreichen. Sie kénnen auch in anderen Landern Projekte
durchfithren und sich die dabei erzielten Emissionsreduktionen zum Teil anrechnen
lassen. Den restlichen Teil erhélt je nach Vereinbarung der Staat, auf dessen Gebiet
die Reduktion erreicht wurde. Das fithrt dazu, dass im Modell die folgende Grund-
annahme getroffen wird:

Spieler a kann Emissionsreduktion von Spieler b verédndern.
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Das TEM-Modell betrachtet insgesamt drei Spieler (Lander), die versuchen, ihre
Kyoto—Vorgaben zu erfiillen, gleichzeitig aber so wenig finanzielle Mittel wie méglich
einzusetzen. Fiir jeden Spieler werden zwei GroBen beschrieben: die eingesetzten Mit-
tel (M) und die erzielte Emissionsreduktion (E) zur Zeit t. Das Modell versucht die
Verdnderung dieser beiden Werte wiederzugeben, also wie sich sich die Emissionsre-
duktionen und Mittelaufwendungen von einem Zeitschritt zum nachsten verdndern.

Ei(t+1) = Ei(t) + J(E(1), Mi(1))
Mi(t+1) = Mi(1) + g(Ei(1), Mi(1))

Jeder dieser Spieler kann —wie bereits erwahnt— seine Mittel im eigenen Land (Aus-
wirkung auf seine eigene Emissionsreduktion) oder in den Landern der anderen
Mitspieler einsetzen. Dies hat entweder eine Verstarkung der Reduktion (positive
Kopplung) oder eine Verringerung (negative Kopplung) zur Folge, wenn er z.B. im
anderen Land in den Bau von Kohlekraftwerken investiert.

Spielera Spicler b ‘

& &

em-Paranveter

Die Auswirkung von Mittelinvestition auf Emissionsreduktion werden durch die
em;;-Parameter beschrieben.

Ist z.B. emy5 > 0, so hat die Mittelaufwendung M, des zweiten Akteurs einen posi-
tiven Einfluss auf die Emissionsreduktion F; bei Akteur 1. Ist em, < 0, so fithren
die Mittel, die der Spieler 2 einsetzt, zu einer Verringerung der Reduktionen bei 1.
Die mathematische Formulierung hierfiir lautet:

Emissionsreduktion des i-ten Akteurs:

Ei(t + 1) = Ez(t) + 23: emiij(t)

Damit ist die Entwicklung der Emissionreduktion nur von den jeweils eingesetzten
Mitteln abhangig.

Fiir die Beschreibung der Verdnderung der Mittel wird ein anderer Ansatz gewéhlt.
Zunéchst muss beriicksichtigt werden, dass der Mitteleinsatz nicht unbegrenzt sein
wird. Fir jeden Spieler wird es eine Obergrenze, im Modell mit M* bezeichnet, ge-
ben, die er nicht iiberschreiten wird. Um das grundsitzliche Wachstum der Mittel
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zu beschreiben, wurde die logistische Gleichung gewéhlt (siehe auch Abschnitt 1.3,
Seite 13). Diese hat die folgenden Eigenschaften:

e Beriicksichtigung einer Grenze beim Wachstum
e 7u Anfang exponentielles Wachstum
e Je naher man der Kapazitdtsgrenze ist, desto langsamer ist das Wachstum

Allgemeines Aussehen:
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Die mathematische Formulierung dafiir lautet:
Mi(t4+ 1) = M;(t) + N\ M (1) (M — M;(1))

Dabei ist der Ausdruck A;M;(t) dem exponentiellen Wachstum vergleichbar. Der
Parameter A; beschreibt das Ausmafl des Wachstums. Der Ausdruck M} — M;(t)
hingegen gibt an, wie weit man von der Kapazitdtsgrenze entfernt ist und korrigiert
das Wachstum. Je ndher die momentanen Mittel der Kapazitatsgrenze sind, desto
kleiner wird der Term und die Zunahme wird immer geringer. Daher flacht die Kurve
in der Nahe der Obergrenze immer weiter ab.

Wir miissen noch ein weiteres Verhalten in die Gleichungen integrieren. Es ist nicht
anzunehmen, dass die Spieler blind investieren werden, also nicht darauf achten, was
ihre Investitionen bewirken. Der Mitteleinsatz sollte daher die Emissionsreduktionen
beriicksichtigen:

e Die Akteure erinnern sich an die Wirkung ihrer vorherigen Investition:
Verlauft die Entwicklung der Emissionsreduktionen in die gewtinschte Rich-
tung, so muss kein vermehrter Mitteleinsatz stattfinden.

Gehen die Emissionsreduktion hingegen zuriick, und gerdt der Spieler damit
in Gefahr, seine Vorgaben nicht erfiillen zu kénnen, muss hingegen ein Einsatz
von mehr Mitteln erfolgen.

Die Berticksichtigung dieses Verhaltens erfolgt in den Gleichungen durch die Einfithrung
des Erinnerungsparameters ¢ und Kopplung der logistischen Wachstumsgleichung
mit dem Emissionen:

Mi(t+1) = Mi(t) = X My (1) (M7 — M;(1))(Ei(t) + g AEi(t))
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Dabei ist AFE;(t) = F;(t+1) — E;(t). Durch E;(t) werden die Emissionsreduktionen
direkt mit den Mittelaufwendungen gekoppelt. Die Grofie AF;(t) beschreibt hinge-
gen die Anderungen der Emissionsreduktionen. Ist der Wert groBer Null, nehmen die
Reduktionen zu, sonst ab. Der Erinnerungsparameter ¢ steuert dabei das Ausmaf
der Beeinflussung durch die Anderung.

Es féllt auf, dass im Gegensatz zur eigentlichen logistischen Gleichung, statt A der

Wert —A steht. Dies bewirkt folgendes:

Es gilt —A;M;(t)(M; — M;(t)) < 0. Damit liegt nur ein Wachstum der Mittel vor,
wenn Fi(t) + ¢;(AE;(t)) < 0 ist

Somit setzt ein Akteur nur mehr Mittel ein, wenn seine Reduktionen abnehmen.

Zusammenfassung: TEM-Modell

¢ Emissionsreduktionen:

Ei(t + 1) = Ez(t) + 23: emiij(t)

e Mittelaufwendungen:

Mi(t 4 1) = Mi(t) = MMM = Mi(O)(E:(1) + $AE(1))

e Prinzipielle Steuerung des Modelles:
— Durch Variation der Parameter em;;, ¢;, A;
Grundbedeutung der Parameter:

— em;;: Wie wirkt sich der Mitteleinsatz von Spieler j auf die
Emissionsreduktion des Spielers i aus?

— Xt Wie stark wachsen die Mittel von Akteur 1?
Da gllt —)\ZMZ(t)(MZ* — Mz(t)) <0
liegt nur ein Wachstum der Mittel vor,
wenn F;(t) + ¢;(Ei(t+ 1) — Ei(t)) <0
— ¢;: Steuerung des Ausmafles der Beeinflussung
durch E;(t 4+ 1) — Ei(t)
Je hoher der Wert, desto stéarker beriicksichtigt der Spieler die
Anderung seiner Reduktionen

1.2 Grundgleichungen

Da wir nur einen einzigen Spieler betrachten, fallen alle entsprechenden Koppelun-
gen weg. Die Gleichungen vereinfachen sich somit zu:
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E(t+1) = FE{t)+em M(t)

Mt+1) = M(@) = AME)(M*— M) (E1)+o(E(t+1)— E(t)))
Anmerkung:
Es gilt em > 0. Die Wahl von em < 0 ist bei einem einzigen Spieler prinzipiell
widerspriichlich zur Gleichung.
Kleine Ubung: Warum ?
Tipp: Setzen Sie em < 0, ¢ = 0, A > 0 und betrachten Sie M (¢ +1). Was fallt dabei
auf 7 Welche Strategie verfolgt der Spieler anscheinend immer ?

Der Wert em sei also grofier Null. Betrachten Sie E(t + 1) = E(t) + emM ().
e Was kann man iiber das Verhéltnis von E(¢ + 1) zu E(t) sagen ?

e Was bedeutet das fiir M (¢4 1), wenn die Emissionsreduktionen anfangs groBer

Null sind ?

e Wann wendet der Akteur mehr Mittel auf 7 Was muss fiir die Anfangswerte
gelten 7

Nach diesen eher einfacheren Uberlegungen gehen wir nun zum Simulationspro-
gramm selbst iiber und untersuchen das generelle Verhalten der Gleichungen. Als
Erstes entkoppeln wir die Gleichungen mit Hilfe der Drehknopfregler und stellen alle
em—Werte auflerhalb der Diagonale auf Null. Damit existieren keine Wechselbezie-
hungen zwischen den einzelnen Akteuren mehr, und wir kénnen in einem Simula-
tionslauf die Auswirkungen unterschiedlicher Parametereinstellungen untersuchen.
Wir werden sehen, dass die Gleichungen je nach Wahl der Parameter ihr Verhalten
stark variieren kénnen.

Abbildung 1.1: Simulationsoberflache
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1.2.1 Wachstumsparameter A

Als Erstes soll der Wachstumsparameter A betrachtet werden. Wenn die Gleichun-
gen fiir die einzelnen Spieler entkoppelt sind, wahlen Sie die Startwerte fiir die
Mittelaufwendungen im mittleren Bereich (zwischen 0,2 und 0.5) und setzen Sie die
Einstellungen fiir ¢ (Schieberegler rechts) erst einmal auf Null. Als Startwert fiir die
Emissionsreduktionen kann ebenfalls Null eingestellt werden. Der Wachstumspara-
meter A kann {iber die linken Schieberegler reguliert werden.

Abbildung 1.2: Regler fiir den Wachstumsparameter A

bedds  —> Jooa 3 (004 3 004 3

L eh b b | LT

Untersuchen Sie fiir unterschiedliche Werte von A das Verhalten der Gleichung (z.B.
A=0,01;0,1; 1).

o Was fillt dabei auf ? Was bewirkt ein hoher Wert fiir A bei den Emissionsre-
duktionen und warum ?

o Was passiert, wenn die Startwerte fiir die Emissionen kleiner Null sind, z.B.
—-17?

Eine Simulation selbst kann tiber einen Klick den Button mit dem nach links zeigen-
den Dreieck gestartet werden. Daraufthin beginnt das Programm mit der Berechnung
und der Anzeige der Werte. Der Button dndert darufhin sein Aussehen und zeigt
jetzt das bekannte Pausenzeichen. Ein Klick mit der Maus auf ihn stoppt die Simu-
lation. Lauft sie wieder, so kann man sie mit einem Klick auf den Knopf rechts neben
ihn beschleunigen. Mit einem erneuten Driicken wird dann das alte Tempo wieder
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erreicht. Mit dem Button links neben dem Knopf kann die Simulation geléscht wer-
den.

Abbildung 1.3: Starten der Simulation
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Abbildung 1.4: Anhalten einer Simulation
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1.2.2 Erinnerungsparameter ¢

Neben dem Wachstumsparameter A weisen die Gleichungen noch den Erinnerungs-
parameter ¢ auf. Dieser steuert das Ausmafl der Beeinflussung durch die Anderung

E(t+1)— E).
M(t+1) = M(1) = AM()(M™ = M(1))(E@) + o(E(t +1) = E(1)))
Beschreiben Sie kurz, welche Wirkung ¢ allgemein auf die Gleichung hat:

o Was ist z.B. der Unterschied im Verhalten, wenn man von ¢ = 0 auf ¢ > 0
iibergeht ?

e Was gilt, wenn E(t+1) < E(t) sein sollte 7 (Mit einem Akteur natiirlich nicht
moglich).

e Welche Wirkung hat ¢, wenn FE(t) wéchst 7

Zur genaueren Untersuchung der Auswirkung von ¢ lasst man A auf einem festen
Wert (am besten einem kleinen) stehen und variiert ¢ (z.B. ¢ = 0,01; 0, 1; 1).

e Was fallt dabei auf ?

Am Deutlichsten wird die Wirkung, wenn die Startwerte fiir die Emissionsreduktio-
nen negativ sind.
Nachdem wir jetzt die grundsatzlichen Auswirkungen von ¢ und A kennengelernt
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haben, kénnen wir uns mit der Gesamtgleichung auseinandersetzen und Handlungs-
strategien fiir isolierte Akteure entwerfen. Ist es gut schnell zu reagieren, also mit
héheren Werten fiir A und ¢ zu arbeiten oder ist das gegenteilige Verhalten besser 7
Betrachten Sie die drei isolierte Akteure und die folgende Ausgangssituation:

Die drei Spieler wollen das Kyotoprotokoll umsetzen und somit ihre Emissionen
auf den Vorgabewert reduzieren. Alle Akteure liegen um 5 Emissionseinheiten un-
terhalb dieses Kyotozieles, d.h. sie starten mit -5. Beim Versuch ihre Vorgaben zu
erfiillen, wollen sie moglichst geringe finanzielle Mittel aufwenden. Das eingesetzte
Startkapital sei fiir alle gleich und liege recht niedrig, z.B. bei 0, 1.

o Welche Strategie scheint am giinstigsten zu sein, wenn man die Zeitspanne
aufler acht lasst?

Anmerkung: Die Unter— und Obergrenzen der Reduktionsstartwerte lassen sich
iiber den Menupunkt: Extras>Optionen einstellen.

Abbildung 1.5: Anderungen der Reglereinstellungen und Startwerte

{3 Tempi V 0.5
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Es erscheint das folgende Fenster:

Mittet Emissionen

Untere Grenze: |U Untere Grenze: |-1
Obere Grenze: |1 DObere Grenze: |'|
larbda phi

Untere Grenze: |U Untere Grenze: |D

Obere Grenze: |1 Dbere Grenze: |2D
M aximaler Mitteleinsatz

Person 1: |1
Person 2: |1
Person 3 |1

0K Abbrechen Ubemehmen
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Warnung: Die Kombination ¢ = 1, A = 1 fithrt dazu, dass die Mittelaufwendungen
sehr schnell ihre Kapazitatsgrenze erreichen, von der sie sich nicht mehr entfernen
kénnen, und sollte daher nicht gewdhlt werden. Fiir héhere Werte von ¢, d.h. ¢ > 7
tritt der Effekt nicht mehr auf.

1.2.3 Kapazitiatsgrenze M*

Um die Betrachtung der Einzelgleichung abzuschliefen, wenden wir uns dem letzten
einstellbaren Parameter, der Kapazitatsgrenze M*, zu. Dieser Wert stellt das Ma-
ximum fiir die Mittelaufwendungen dar. Bei der Grundgleichung fiir das logistische
Wachstum:

M(t+1)= M)+ AM()(M™ — M(t))

gibt M* — M(t) an, wie weit man von der Kapazitatsgrenze entfernt ist. Je naher
man dieser ist, desto starker wird das Wachstum abgebremst, so dass die Kurve
immer mehr abflacht. Was aber ist die Wirkung bei der erweiterten Gleichung

Mt4+1)=ME) = AIM@E)(M™ = M@)(E)+o(E(t+1)— E1)))?

Die Kapazitatsgrenze lasst ebenfalls sich iiber den Menupunkt: Extras>Optionen
einstellen. Die Ausgangseinstellung fiir die Kapazitatsgrenze ist immer der Wert

eins. Fihren Sie mehrere Simulationslaufe mit unterschiedlichen Werten fur M*
(zwischen 1 und 2) durch.

e Welche auf den ersten Blick eigentlich widerspriichliche Auswirkung 148t sich
feststellen 7 Woran liegt das ?

o Was passiert bei hheren Werten fiir M*, wenn die Startwerte fiir die Reduk-
tionen positiv und wenn sie negativ sind ?

Achtung: Alle Simulationslaufe, die mit der Kapazitatsgrenze als Startwert fiir die
Mittelaufwendung beginnen, sind wenig sinnvoll.
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1.3 Mathematischer Exkurs:
Modellbildung und logistisches Wachstum

1.3.1 Die logistische Wachstumsgleichung

Im TEM-Modell wird eine abgewandelte Form der logistischen Wachstumsgleichung
verwendet, um die Anderung der Mittel zu beschreiben. Das fithrt zu der Frage,
warum man ausgerechnet diese Gleichung und nicht eine andere gewéhlt hat.

Wir wollen uns daher im Folgenden mit den Eigenschaften der logistischen Glei-
chung und ihrer Herleitung befassen. Wenn man die Literatur betrachtet, so scheint
sie eine Art Universalmittel zur Abbildung von Wachstumsvorgangen jedweder Art
zu sein. Man beschreibt mit ihr das Wachstum von Kapital allgemein, Populationen,
Tumoren und in der Soziologie die Ausbreitung von Geriichten (vergl. [1], S.172).
Auf die Vielfalt dieser Prozesse wollen wir an dieser Stelle nicht eingehen und uns
im Weiteren auf die urspriingliche Anwendung der Gleichung — natiirliche Wachs-
tumsvorgénge und dort im Wesentlichen auf das Wachstum von Tierpopulationen
beschranken, um die Benutzung der Gleichung zu motivieren. Wenn man das Wachs-
tum bzw. Veranderung von Populationen betrachtet, dann interessiert man sich nur
fiir die Vorgange, die die Zahl der Tiere verandern. Das kénnen u.a. sein:

e Geburten
o Sterbefélle: Natiirlich, Unfall, Raubtiere
e Abwanderung, Zuwanderung

Alle andereren Vorgiange werden vernachlassigt. Die logistische Gleichung dient zur
Beschreibung einer solchen Anderung, aber wie kommt man eigentlich gerade auf
sie? Um diese Frage beantworten zu koénnen, miissen wir uns mit dem Gebiet der

Modellbildung beschéftigen.

1.3.2 Modellbildung
Modellierung und Modellbildung bezeichnen die Abbildung realer Vorgénge auf —

letztendlich— mathematische Gleichungen. In unserem Fall meinen wir also die Ab-
bildung des Wachstums auf die logistische Gleichung. Mit einem Modell kénnen die
Eigenschaften eines realen Systems untersucht werden, um es besser zu verstehen
und kritische Stellen (Tierpopulation: Aussterben bei bestimmten Sterbe— u. Ge-
burtenraten) zu finden. Wie man sehr leicht einsieht, kann man derartige Versuche
nicht in der Realitdat durchfiithren.

Wir haben oben den Begriff System gebraucht. Hiermit soll im Folgenden die Men-
ge der untersuchten Objekte mitsamt ihren Wechselwirkungen untereinander um-
schrieben werden. Beispiele fiir Systeme sind u.a. Okosysteme oder Rauber—Beute—
Systeme, die die Wechselwirkungen zwischen Raubtier— und Beutepopulationen be-
schreiben.
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Beginnt man mit der Modellierung, so wird zuerst der Zweck des Modelles beschrie-
ben, also was man damit erreichen und abbilden méchte. In unserem Fall einer
Tierpopulation:

Wir mochten beschreiben, wie sich die Zahl der Tiere mit fortschreitender Zeit
andert.

Dann versucht man die betroffenen Lebewesen oder Gegenstinde, wie z.B. Kapi-
tal zu identifizieren und die stattfindenden Prozesse zu beschreiben.

Wieder auf die Tierpopulation bezogen heisst das:

Betroffene Lebewesen: Tiere der Population, z.B. Kaninchen im Umkreis von 1 km
Stattfindende Prozesse: Geburten, Sterbefille, Zu- und Abwanderung

Die Beschreibung findet erst mithilfe eines Wortmodells statt, dann geht man auf Sy-
stemdiagramme tiber, die die Vorgénge grafisch verdeutlichen und endet schlieilich
bei mathematischen Formeln, mit deren Hilfe die Simulation durchgefithrt werden
kann (Diese Punkte werden im nédchsten Abschnitt genauer erldutert):

‘ Problembeschreibung u. Modellzweck ‘

1
‘ Identifizierung der beteiligten Grofien ‘

T

‘ Identifizierung der stattfindenden Prozesse ‘

1
‘ Wortmodell ‘

1

‘ Systemdiagramm usw. ‘

1
‘ Modellgleichungen ‘

T

‘ Quantifizierung der Parameter ‘

T

‘ Simulation ‘

|
‘ Untersuchung des Modells ‘

T

‘ Anwendung ‘

Ein solcher Prozess durchlauft damit vereinfacht ausgedriickt die Punkte:

e Identifizierung der zu modellierenden Gréflen (Zustandsgrofen), also
welche Lebewesen spielen eine Rolle ?

e Identifizierung der stattfindenden Prozesse, also welche Vorgénge lassen
sich finden und wie kann ich sie abbilden ?
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e Korrekte Abbildung der Prozesse im Modell, soweit das moglich und
fiir den Modellzweck nétig ist. In vielen Modellen wird zum Beispiel die An-
nahme getroffen, dass die Sterberaten konstant sind, also immer ein gleicher
Anteil der Population stirbt. In der Realitat ist die Sterberate natiirlich keine
Konstante, sondern variiert. Die Fehler, die man mit dieser Annahme macht,
kénnen aber meistens vernachlassigt werden, weil sie im Endeffekt keine groien
Auswirkungen auf das Ergebnis haben. Je genauer ein Modell ist, desto kom-
plizierter und umfangreicher wird es auch, was zu neuen Problemen fiithrt. Zum
einem rechnerische — je detaillierter das Modell, desto mehr Gleichungen gibt
es, die gelost werden miissen, was zu einem hohen Aufwand an Rechenzeit
fithrt. Zum anderen werden es immer mehr Gleichungsparameter, die man be-
stimmen muss. Eine Bestimmung kann ebenfalls schwierig und ungenau sein,
und ein Modell ist meist nur so gut wie die Daten, die man benutzt hat. Der
Modellzweck bestimmt damit immer das Modell.

e Aufstellen der mathematischen Gleichungen bzw. des Simulationsdia-
gramms, wenn man ein Simulationstool benutzt, welches daraus Differential-
gleichungen erstellt.

o Fast immer: Auswahl der numerischen Integrationsart. Viele Gleichungen kénnen
nicht geschlossen gel6st, sondern miissen naherungsweise bestimmt werden.
Die meisten Simulationsprogramme bieten zwei Moglichkeiten an: Das recht
einfache Euler—Cauchy—Verfahren und die kompliziertere Version von Runge—
Kutta, die hdufig genauere Ergebnisse liefert.

e Durchfiihrung von Simulationen und Untersuchung des Modells. Da-
bei kann das dargestellte System untersucht und das Modell getestet werden.
Unter anderen lasst sich durch einen Vergleich von Simulationsrechnung und
real vorkommenden Werten die Giite des Modells bestimmen, was eventuell
eine Anderung nétig macht. Zudem kann untersucht werden, welcher der Pa-
rameter den grofiten Finfluss auf die simulierte Gréfle hat, und ob es kritische
Werte gibt, die ungiinstiges Verhalten auslosen.

1.3.3 Beispiel: Wachstum einer Hefekultur

Wir betrachten als einfithrendes Beispiel die Entwicklung einer Hefekultur in einer
Petrischale. Damit hat man bereits die Zustandsgréfle fiir die Modellierung ermit-
telt. Weitere existieren in diesem quasi isolierten System nicht. Will man hingegen
ein natiirlicheres System abbilden, so kann die Identifizierung aller beteiligter Zu-
standsgroflen ein recht schwieriger Vorgang sein.

Man interessiert sich meist fiir das Wachstum der Hefekultur, womit als Modellzweck
die Beschreibung des Wachstums der Pilzpopulation iiber die Zeit gewéhlt werden
kann. Die stattfindenden Prozesse stellen bei Hefepilzen in Petrischalen auch keine
Schwierigkeiten dar. Hefepilze vermehren sich durch Teilung und sterben offensicht-
lich ab. Dies fiihrt zu den Veranderungen: Hefepilze sterben und Hefepilze vermehren
sich.
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Jetzt trifft man die ersten Annahmen, um diese Prozesse abzubilden: Die Vermeh-
rung durch Teilung ist offensichtlich abhéngig von der Zahl der Mikroorganismen,
die vorhanden sind. Ebenso kann man annehmen, dass die Sterbevorginge propor-
tional zur Population sind. Weiterhin sollen beide Vorgéange in dem Sinn konstant
sein, dass immer ein bestimmter Anteil der vorhandenen Masse stirbt bzw. neu ent-
steht.

Hefepopulation:
Mikroorganismen zum Zeitpunkt ¢: B(?)
Vorginge:
Sterben zum Zeitpunkt ¢: mB(t)
Vermehrung zum Zeitpunkt ¢: bB(t)

@%9 Hetepi @_@

I S S—

Veranderung der Zustandgrofie beim Ubergang von ¢ zu & 4+ At:

B(t + At) — B(t) = mB(1)At — bB(t)At

Damit haben wir die Gleichungen aufgestellt. Wenn man das Wachstum diskret mit-
hilfe von Differenzengleichungen abbilden méchte, oder ein Simulationstool, wie z.B.
Dynasys, benutzt, ist man hiermit fertig. Man muss noch geeignete Werte fiir den
Startwert der Hefepopulation vorgeben und die Parameter m und b setzen.

Wir wollen allerdings zum kontinuierlichen Fall {ibergehen und uns mit der Diffe-
rentialgleichung beschéftigen. Dazu formen wir die Gleichung um:

B(t + At) — B(t)
At

=mB(t)+bB(t) = (m — b)B(t)
Auf der linken Seite steht damit der Differenzenquotient: W. Wir wollen
jetzt —wie gesagt— keine diskreten, sondern kontinuierliche Anderungen betrachten,

d.h. solche, bei denen man keine festen Zeitschritte mehr feststellen kann. Daher be-
trachten wir, was mit der obigen Gleichung geschieht, wenn die Zeitintervalle immer
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geringer werden. Wenn die Zeitschritte At gegen Null gehen, geht der Differenzen-
quotient gegen die Ableitung von B(1), geschrieben als < B(t) . Wir erhalten damit

dt
die Differentialgleichung:

d
ZB(1) = (m = b)B(1).

Wir kennen damit nur die Funktion fiir Veranderung der Hefepopulation. Um die
Funktion fiir die Hefekultur selbst zu erhalten, miissen wir die Differentialgleichung
l6sen, was durch Integration beider Seiten der Gleichung geschieht. Hierfiir muss man
die Gleichung zuerst ein wenig umformen. Es ist storend, dass auf beiden Seiten ein
Ausdruck mit B(t) vorkommt. Daher bringt man zunéchst alle Terme mit B(¢) auf
eine Seite der Gleichung: ,

wBt) _

B (m —b)

Jetzt miissen zwei Punkte beriicksichtigt werden:

o Kettenregel £g(f(z)) = ¢'(/(x))/'(x)

¢ Ableitung des natiirlichen Logarithmus /n(z): (n'(z) = -
4 B(t)
B(t)
kann [n(B(t)) zur Probe nach t ableiten.) Die Gleichung kann damit geschrieben
werden als £/n(B(t)) = (m — b) und ausintegriert werden.

Damit ist

nichts anderes als: %In(B(t)). (Wer es nicht so glauben mochte,

/Os %ln(B(t))dt - /Os(m —b)di

[In(B(1))]s = [(m = b)tf;

B(s)

In(B(s)) —In(B(0)) = ln(B(O)) =(m —b)s

Jetzt wendet man auf beide Seiten die Umkehrfunktion des Logarithmus, die e-
Funktion an.
B(S) . e(m—b)s rs

Bo)~ " T
Und schlieBlich: B(t) = B(0)e™. Damit hat man die Gleichung ermittelt. Den frei-

en Parameter bestimmt man durch das Anpassen der Gleichung an die gemessenen
Werte (siehe die folgende Tabelle). Mit Anpassen ist nichts anderes gemeint, als
dass man versucht r so zu wéhlen, dass die vorgegebenen Datenpunkte moglichst
gut getroffen werden.
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Wachstum einer Hefekultur(Carlson 1913)

Zeit t (in Std.) | Hefemenge N(1) (in mg)
0 9.6
1 18,3
3 29.0
3 472
4 T
5 1191
6 174.,6
7 257 3
g 350,7
9 41,0
10 513,3
11 559,7
12 594 8
13 629,4
1 60,3
15 6511
16 655.9
17 659.,6
e 661,38

Quelle: Krebs 1972, S.218 (bzw. [14])
Wie man sieht, trifft die gewdhlte Gleichung anfanglich die Werte recht gut.
200 T T T

T
Exp. Wachstum ———
reale Daten ————

180

160

140

120

100

Hefe

80

60

40

20

O 1 1 1 1 1
Zeit t

Spater allerdings iiberhaupt nicht mehr, was daran liegt, dass ein exponentielles
Wachstum immer starker ansteigt und schlieilich gegen Unendlich geht.
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1600 T T T

T
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1200
1000

800
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600

400
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Zeit t

Aufgabe: Tragen Sie die Daten aus der Tabelle auf oder betrachten Sie die fol-
gende Abbildung.

o Wie sieht das gesamte Wachstum hier aus 7
e Welche Griinde kénnen Sie Sich fiir den Stopp des Wachstums vorstellen ?

Die exponentielle Wachstumsgleichung eignet sich also nicht zur Modellierung die-
ses Wachstumsvorganges. Wir gehen zur logistischen Beschreibung iiber. Verhulst
stellte bereits 1838 die Grundgleichung auf und formulierte damit eine fundamentale
Tatsache. Jedes Wachstum in der Natur ist begrenzt. Zwar kann man mit der expo-
nentiellen Wachstumsgleichung viele Vorgiange in der Natur anfangs ausgezeichnet
beschreiben, doch st68t man auf Probleme, wenn die Population sich weiter ent-
wickelt. In der Sprache der Modellierung hat man beim Aufstellen des Modells einen
Abbildungsfehler gemacht. Anscheinend sind wichtige Vorgange nicht berticksichtigt
worden. Wir sehen, dass das natiirliche Wachstum anscheinend irgendwann stoppt,
und die Population einen bestimmten Wert nicht iiberschreitet.
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Natiirliche Ursachen fiir ein solches Verhalten kénnen sein:
e Begrenzung der natiirlichen Ressourcen: Nahrung etc
o Stressreaktionen bei Zunahme der Bevolkerung
e Konkurrenz innerhalb der Population usw

Eine mathematische Formulierung hierfiir stellt die logistische Wachstumsgleichung
dar. Sie existiert in mehreren Formen, die allerdings alle ineinander tiberfithrbar
sind. Sehr héufig wird die folgende Darstellung verwendet:

d

@ (1) = rBU)(K - B(D)

wobei K die Kapazitiatsgrenze, also die maximal zu erreichende Population angibt.
Der Parameter r ist nachwievor die Wachstumsrate, die allerdings jetzt mit K — B(t)

korrigiert wird. Ahnlich hiufig findet sich:

iB(t) = aB(t) — bB*(t))

dt

was der Ausmultiplikation der ersten entspricht. Der Wert 6B*(t) wird dabei als Kor-
rekturfaktor fiir das exponentielle Wachstum aufgefasst, der durch die innerartliche
Konkurenz entsteht und daher proportional zur Haufigkeit des Aufeinandertreffens
zweier Individuen ist.

Aber zuriick zur ersten Gleichung. Der Ausdruck rB(t)(K — B(t)) wird zunéchst
immer grofler, wenn B(t) ansteigt, das Wachstum somit immer starker. Dieses Ver-
halten tritt solange auf, bis K — B(t) deutlicher an Gewicht gewinnt, was —wie man
leicht sieht—bei B(t) = % der Fall ist. Von da an flacht das Wachstum immer weiter
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ab, bis schlieBlich bei B(t) = K die Null erreicht und dann {iberschritten wird. In
der folgenden Grafik wurde rB(t)(K — B(t)) gegen B(t) fir r = 1 und K = 10
aufgetragen. Die entstandene Parabel besitzt einen Scheitelpunkt bei B(t) = 5.

30 T T

Wachstum der log. Glleichung

rBO(K-B(®)

B(t)

Mithilfe der logistischen Gleichung konnten die Wachstumsvorgéange bei verschiede-
nen Populationen erfolgreich beschrieben werden:

Einsatz der logistischen Wachstumsgleichung zur Beschreibung des Wachs-
tums von:

E. coli McKendrick, Kasava Pai 1911
Hefezellen Carlson 1913
Bevolkerung der USA Pearl, Reed, Verhulst 1924
Drosophila Melanogaster (Taufliege) Pearl 1932
Pantoffeltierchen Gause 1934
Daphnien (Wasserflohe) Slobodkin 1954
Drosophila semata Ayala 1968

(siehe [1], S. 163)

Der Vorteil der logistischen Wachstumsgleichung ist, dass die Zahl der Parameter (K
und r) noch immer gering ist. Damit treten keine groBeren Probleme auf. Auch die
logistische Gleichung kann nach etwas langerer Rechnung gelést werden und fiihrt
letztendlich auf die Formel:

K
( K—-B(0 )e_,n]\/’s +1

B(0)

B(s) =

Aufgabe:
e Zeigen Sie durch Ableiten, dass B(s) die Differentialgleichung erfiillt.
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(Tipp: An einer Stelle ist eine Erganzung mit 1, &hnlich wie bei der quadratischen
Ergéanzung sehr hilfreich.)

Die beiden Parameter r und K werden wieder durch Anpassung der logistischen
Gleichung an die realen Daten bestimmt. Nach Kohorst, Portscheller (siehe [14])
ergeben sich hier Werte von 0,00845 fiir r und 664,858 fiir K. Die Gleichung sieht

im Vergleich zu den gemessenen Daten folgendermaflen aus:

700 T T T T T LI L T
logistische Gleichung ———
600 - .
500 .
D
E
£ 400 b
(2]
jo2]
c
(]
§ 300} 1
©
T
200 .
100 .
O i} 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Zeit t

Wir scheinen also eine korrekte Beschreibung benutzt zu haben.

Aufgabe:

Ausbreitung von Infektionskrankheiten (Ohne Geburten)

Wir wollen den Verlauf von Infektionskrankheiten simulieren, die vom Menschen
auf den Menschen tibertragen werden und keine anderen Wirte besitzen. Zu Anfang
betrachten wir die Ausbreitung, wenn weder Geburten— noch Sterbefélle vorliegen.
Damit kann man grob und kurzfristig den Verlauf von gutartigen Krankheiten simu-
lieren. Ein gesunder Mensch erkrankt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, wenn
er auf einen bereits erkrankten trifft. Erkrankt ein Mensch, so wird er nach kurzer
Zeit ebenfalls infektios. Hier im Modell soll die Annahme getroffen werden, dass dies
sofort nach der Ansteckung geschieht. Nach einiger Zeit wird der Mensch wieder ge-
sund und ist im folgendem immun gegen die Krankheit. Die Gruppe der Immunen
kann —je nach Modellinterpretation— auch die an der Epidemie gestorbenen aufneh-
men.

o Identifizieren Sie die ZustandsgréBen: Wie viele braucht man mindestens ?

e Beschreiben Sie die stattfindenden Prozesse: Welche Verdnderungen gibt es
und was passiert 7

Stellen Sie einen Wirkungsgraphen oder ein Simulationsdiagramm auf. Wel-
che Zustandsgrofen sind miteinander verkniipft bzw. welche Zustandsgrofen
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kénnen in eine andere tibergehen? Mit Wirkungsgraph ist hier ein einfaches
Diagramm gemeint: Darstellung von Zustandsgréfen mit Rechtecken, von Uber-
géngen und Koppelungen mit Pfeilen.

Stellen Sie die Gleichungen auf. Alle Parameter, d.h. Raten fiir die Vorgédnge
gesund zu werden bzw. zu sterben seien konstant. Anmerkung: Die Wahr-
scheinlichkeit, dass Infizierte /(¢) und noch nicht Erkrankte G/(¢) aufeinander
treffen ist proportional zum Produkt I(¢) * G/(t).

Simulieren Sie die Gleichungen mithilfe eines geeigneten Tools: Die Summe
der Anfangswerte fiir die Infizierten, Immunen und Gesunden sollte dabei eins
ergeben. Wir arbeiten damit mit relativen Anteilen an der Gesamtbevélkerung.
Vorschlag:

Anteil der Gesunden: 0,999, Anteil der Infizierten 0,001, Anteil der Immunen
0. Wir betrachten den Ausbruch einer neuen Epidemie, bei der sich anfanglich
0,1 % der Bevolkerung angesteckt haben und sich noch keine Imminutéten
ausbilden konnten.

— Lassen Sie den Ubergangsparameter zwischen Kranken und Immunen auf
einem festen Wert (z.B. 1) stehen und variieren Sie den Ansteckungspa-
rameter (2 — 10). Was ldsst sich dabei fiir den Verlauf der Epidemien
feststellen 7

— Nehmen Sie einen relativ geringen Wert fiir den Ansteckungsparameter
an (z.B. 2). Der Anteil der Kranken an der Bevdlkerung betrage 0,1%.
Wie hoch muss die Zahl der Gesunden, aber nicht Immunen anfénglich
sein, damit die Epidemie ausbricht ?

Aufgabe:

Ausbreitung von Infektionskrankheiten (Mit Geburten- und Sterbefillen)
Wir betrachten wieder eine menschliche Bevolkerung diesmal mit einer festen Ge-
burtenrate (i), bei der eine Infektionskrankheit ausbricht. Ein gesunder Mensch

erkrankt wieder mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, wenn er auf einen bereits
erkrankten trifft. Danach ist er wiederum sofort ansteckend. Je nach Krankheits-
verlauf stirbt der Mensch oder er wird wieder gesund und ist im folgenden immun.
Alle Kinder, die geboren werden, sind gesund und kénnen sich anstecken. Sowohl
Gesunde als auch Kranke und Immune kénnen sterben.

Identifizieren Sie die ZustandsgréBen: Wie viele braucht man mindestens ?

Beschreiben Sie die stattfindenden Prozesse: Welche Verdnderungen gibt es
und was passiert ?

Stellen Sie einen Wirkungsgraphen oder ein Simulationsdiagramm auf.

Stellen Sie die Gleichungen auf. Alle Parameter, d.h. alle Raten, seien kon-
stant. Anmerkung: Die Wahrscheinlichkeit, dass Infizierte I(¢) und noch nicht
Erkrankte G(t) aufeinander treffen ist proportional zum Produkt 7(t) * G(t).
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Die Geburtenrate sei fest und nicht abhangig von der Bevolkerungszahl (damit
ist sie eine Konstante).

e Simulieren Sie die Gleichungen mithilfe eines geeigneten Tools:

o Setzen Sie die anfdanglichen Werte fiir die Gesunden auf 0,999 und die Infizier-
ten auf 0,001. Es haben sich also anfanglich 0,1% der Bevolkerung infiziert.

— Was passiert bei sehr ansteckenden, aber gutartig verlaufenden Krank-
heiten 7 Die Sterblichkeit ist also gegeniiber der normalen nur wenig
oder -der Einfachheit halber gar nicht- erhoht 7 Setzen Sie die Sterberate
gleich der Geburtenrate und den Wert fiir die Heilungsrate auf 1. Variie-
ren Sie die Ansteckungsrate im Bereich von 2 bis 10 und die Geburten—
und Sterberate im Bereich von 0,001 bis 0,1. Was muss gelten, damit die
Krankheit ausstirbt und was, damit sie vorhanden bleibt 7 Treten hier
Schwingungen auf 7 Man sollte dabei das dargestellte Zeitintervall recht
grof} wéhlen, um 250.

— Was passiert bei Krankheiten mit hoher Sterblichkeit (z.B. Zehnfache der
Geburtenrate), aber geringer Ansteckungswahrscheinlichkeit 7

(Modelle und Beispiele aus [10])

Zusammenfassung Kapitel 1

Im Kapitel 1 wurden die Grundgleichungen des TEM-Modells vorgestellt und ein
erster Einblick in die Simulationsoberflache gegeben. Hierbei wird neben den Schwie-
rigkeiten im Umgang mit Modellen als Abbild der Wirklichkeit die Wirkungsweise
der einzelnen Parameter und ihre funktionalen Zusammenhange erlautert. Es zeich-
net das TEM—-Modell aus, dass nur empirisch bestimmbare Parameter herangezogen
werden.
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